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теплоносителя. Полное решение этой проблемы
требует всестороннего анализа гидродинамических
и тепловых процессов в АТП и дальнейшего его
технического совершенствования. Для этого в на-
стоящей работе разработана физико-математиче-
ская модель таких процессов, позволяющая деталь-
но производить необходимый анализ.
Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета
по науке Министерства образования и науки РК (Договор
№ 511 от 05.04.2012 г.).
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Введение
Моделирование гидродинамических и тепловых
процессов в автоматизированном тепловом пункте
(АТП) требует знания температуры на входе Tin,2
и выходе Tout,2 системы отопления обслуживаемого
здания. В частности, справедливо уравнение (1)
(1)
где uin, u2 – соответственно скорости теплоносителя
на входе в АТП и в узле смешения; S0, S2 – соответ-
ственно площади сечения магистральной трубы
АТП и трубы узла смешения диаметра d2.
Температуры Tin,2 и Tout,2 можно теоретически
рассчитать, если смоделировать процессы теплопе-
реноса и теплообмена в здании. Излагаемый ниже
материал посвящен разработке требуемой модели.
Математическая модель отопления здания
Будем считать, что теплоноситель подается
в здание с самого верхнего этажа вниз. Полагаем
его высоту равной Lz (рис. 1). Температуру теплоно-
сителя обозначим за T, а температуру в помеще-
ниях здания – за Th.
Скорость движения теплоносителя на входе
в систему отопления u3 рассчитывается по уравне-
ниям, приведенным в работе [1]. В самой системе
отопления скорость теплоносителя u=u3⋅d02/Def2, где
Def – эффективный диаметр трубопровода системы
отопления. Будем считать, что она сохраняется
по всему зданию. За переменную x примем коор-
динату вдоль направления u. Тогда в рамках при-
ближения механики сплошной среды справедливы
следующие уравнения [2]:
(2)
где параметр α>0 характеризует скорость теплооб-
мена между системой отопления и помещениями;
а параметр γ – между помещениями и наружным
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воздухом. Оба эти параметра имеют положитель-
ный знак, γ>0.
Рис. 1. Упрощенное представление движения теплоносите-
ля при обогреве здания и система координат
Температуры T и Th в (2) являются функциями
времени t и координаты x:
T=T(t, x), Th=Th(t, x).
Обращает на себя внимание отсутствие в (2)
температуры Tin. Она присутствует только в гра-
ничном условии
T (t,0)=Tin,2. (3)
Кроме граничного условия уравнения (2) дол-
жны быть дополнены начальными условиями:
по одному на каждое уравнение.
Нестационарные решения уравнения (2) пред-
ставляют интерес, когда во времени меняются тем-
пературы Tin,2 и Tс. Но на достаточно большом про-
межутке времени они остаются постоянными. Тог-
да можно рассмотреть только стационарные реше-
ния. Полагая в (2) ∂T/∂t=∂Th/∂t=0, получим
(4)
где частная производная заменена полной произ-
водной ввиду зависимости температур только
от одной переменной x.
Выразив из второго уравнения (4) Th через T:
(5)
используем его в первом уравнении (4). После вы-
полнения элементарных преобразований прихо-
дим к уравнению
Оно легко решается:
где постоянная интегрирования C находится из гра-
ничного условия (3), и она имеет значение
C=Tin,2–Tс. Таким образом,
(6)
Теперь средняя температура здания получается
из (5):
(7)
Сравнивая эти формулы, видим, что они отли-
чаются множителем
Это означает выполнение неравенства T>Th при
любых x, если Tin,2>Tс, т. е. при нормальном обогре-
ве дома температура в помещениях всегда ниже
температуры в системе отопления.
Из (7) следует, что во входной части системы
отопления (в сущности, на верхних этажах здания)
средняя температура в доме равна (x=0)
Эту формулу можно записать как
Выражение в скобках меньше единицы, если
Tin,2>Tс, и, наоборот, больше единицы, если Tin,2<Tс.
В первом случае происходит преимущественно
обогрев дома за счет подачи относительно горячего
теплоносителя, а во втором случае обогрева недо-
статочно, температура в здании меньше температу-
ры Tin,2.
Теперь выясним, чему равны температуры на
выходе системы обогрева, т. е. фактически на ни-
жних этажах здания. Полагая в (6) и (7) x=Lz, нахо-
дим
Из второй формулы следует, что средняя темпе-
ратура на нижних этажах здания всегда ниже сред-
ней температуры верхних этажей.
Уравнения (2) пригодны только для случая од-
ноэтажного здания или для высотных зданий (это
будет показано ниже). При их формулировке при-
нят в расчет только тот факт, что теплообмен меж-
ду телами возникает только при различии их тем-
ператур. Но не конкретизируется скорость этого
теплообмена, которая может зависеть как от физи-
ческих свойств материалов контактирующих тел,
окружающей их среды, величины разности темпе-
ратур и т. д., так и от условий гидродинамического
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течения, которые реализуются в процессе теплооб-
мена. Все эти факторы заключены в эмпирические
параметры α и γ. В общем случае такой подход ока-
зывается грубым, т. к. α и γ оказываются сложны-
ми функциями переменных, характеризующих пе-
речисленные факторы. Но в рассматриваемом слу-
чае температура в помещениях меняется в незна-
чительных пределах. Так что α и γ можно считать
практически постоянными величинами.
Пусть теперь рассматриваемое здание имеет n
этажей, которые могут обмениваться теплом друг
с другом только через систему теплоснабжения.
Пронумеруем этажи так: первым считается самый
верхний этаж, последний номер имеет самый ни-
жний этаж. Тогда термодинамическое состояние
самого верхнего этажа будет задаваться температу-
рами T1 и Th1, состояние следующего (нижнего)
этажа – температурами T2 и Th2 и т. д.
Далее предположим, что в пределах этажа тем-
пературы могут зависеть только от времени. Тогда
из (2) после формальной процедуры аппроксима-
ции производной
по расстоянию h между этажами для этажа с номе-
ром 1 получим
где q'1 – функция источника тепла на первом эта-
же, и частные производные по времени заменены
полной производной.
Источниками (внутренними) тепла выступают
главным образом электробытовые приборы и лам-
пы освещения. В основном их действие носит вре-
менный характер. Поэтому необходимо считать на-
личие функциональной зависимости q'1=q'1(t).
По аналогии с приведенной парой уравнений
для второго этажа с функцией внутреннего источ-
ника q'2 имеем следующую пару уравнений:
Согласно первому уравнению с первого этажа
теплоноситель на второй этаж подается с несколь-
ко пониженной температурой T1, т. к. он частично
потерял внутреннюю энергию при обогреве этажа
с номером 1.
Из приведенных выше форм уравнений для те-
плоносителя и помещений уже становится понят-
но, что для всех n этажей получается система из 2n
связанных друг с другом дифференциальных ура-
внений
(8)
Здесь q'i=q'i(t), i=1,2,…, n.
Константы α и γ для многоквартирного дома
могут быть приняты одинаковыми. Но если речь
идет об административном или общественном зда-
нии, где планировка этажей может сильно различа-
ться, то для каждого этажа будет свое значение
констант α и γ.
Температура теплоносителя на этаже с номером
n равна температуре на выходе из системы отопле-
ния здания:
Tn=Tout,2.
На этом формулировка математической модели
отопления здания завершена. При моделировании
уравнения (8) необходимо дополнить начальными
условиями
Ti(t=0)=T0,i, Thi(t=0)=Th0,i;
T0,i=const; Th0,i=const.
Следующий вопрос касается учета тепловой
инерционности обогреваемых помещений и систе-
мы отопления. Температура теплоносителя меняет-
ся согласно уравнениям (8) за характерное время
h/u. Но, т. к. система трубопровода в помещениях
имеет большую длину, по сравнению с h, то учет
этого фактора приводит к тому, что эта система дол-
жна обладать характерным временем прогрева τi.
Температура в помещениях из-за низкой тепло-
проводности воздуха и его относительно большого
объема меняется существенно медленнее, чем в си-
стеме отопления. Сказывается также наличие
предметов в помещениях с аналогичной теплопро-
водностью (дерево, пластик и пр.). Поэтому сами
помещения будем характеризовать временем про-
грева τhi.
С учетом сказанного в системе (8) необходимо
сделать замену
(9)
Решение уравнений (8) с поправками (9) прово-
дилось численным методом по схеме Эйлера–Кра-
мера [3] для девятиэтажного жилого здания. Время
τi, τhi подбиралось так, чтобы установление темпе-
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ратур происходило в течение наблюдаемых на
практике значений. В расчетах полагалось τi=10 с,
τhi=60 с. Параметры α=γ=0,05; среднее расстояние
между этажами h=2,5 м; q'i=0. Один из результатов
пробного расчета приведен на рис. 2.
Рис. 2. Распределение температуры (°C) теплоносителя Ti,
i=1,2,…,9 (линии вверху, нумерация сверху вниз)
и внутри помещений Thi (линии внизу) по этажам и с
течением времени. Начальная температура теплоно-
сителя в системе отопления здания 20 °C, начальная
температура в самих помещениях 0 °C
Как видно, температура в помещениях устана-
вливается в пределах от 24 до 32 °C, а температура
в системе отопления – в пределах от 65 до 87 °C.
При этом температура теплоносителя на входе
в систему отопления задавалась 90 °C, а скорость
теплоносителя u=2,5 м/с.
Из хода рассуждений, приведших к уравнениям
(8), видим, что различие между этажами стирается,
если h/Lz→0. Этот предел собственно и устанавли-
вает границу применимости приближения механи-
ки сплошной среды, т. е. уравнений (2).
Гидродинамические процессы в тепловом пунк-
те по сравнению с тепловыми процессами в зда-
нии можно считать быстропротекающими. Дей-
ствительно, геометрические размеры теплового
пункта Lt~1 м, скорость теплоносителя u~1 м/с.
Поэтому характерное время процессов движения
жидкости tg~Lt/u~1 с. Характерное же время тепло-
вых процессов в помещениях tt имеет порядок нес-
кольких десятков минут. Вытекающее отсюда нера-
венство tg/tt<<1, собственно, и позволяет пользо-
ваться стационарными уравнениями гидродинами-
ки при моделировании процессов в тепловом
пункте, что и сделано в [1].
Заключение
Таким образом, сформулирована физико-ма-
тематическая модель процесса обогрева здания
в системе центрального отопления. Показана
ее физическая непротиворечивость, указаны пре-
делы применимости к зданиям различной высот-
ности и конфигурации. Предложенная модель
в совокупности с моделью гидродинамических
и теплофизических процессов в тепловом пункте
образует новую модель системы «тепловой
пункт+здание».
Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета
по науке Министерства образования и науки РК (Договор
№ 511 от 05.04.2012 г.).
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